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本文是东南大学团队针对双曲核网络方面的一系列研

究成果，发表于ICCV 2021[1]、IJCV2023[2]。该系列工

作研究的问题是围绕双曲空间（hyperbolic space），

一种具有负曲率的曲面空间，定义有效的核函数并验证

其有效性。近期研究表明，将数据嵌入至双曲空间作为

其表征空间能够有效提升诸如小样本学习、零样本学习、

度量学习等多种机器学习应用的性能。然而，由于双曲

空间的曲面性质导致在该空间中的操作变得困难，例如，

求解一系列双曲空间中的点的Fréchet均值需要迭代的

算法。在欧式空间中，核方法不仅具备丰富的理论性质，

同时具有强大的表征能力。本文研究双曲空间中的核方

法，包含双曲正定核以及双曲不定核。这为表征学习带

来两个好处：1-核化将使得表征兼具核机的强大表示能

力以及双曲空间的编码能力；2-核空间（希尔伯特空间

或克莱空间）丰富的结构可以简化多种双曲空间内的操

作。具体而言，系列工作以嵌入方程思路展开，设计了

多个双曲嵌入方程，并定义一系列双曲核函数。通过在

一系列学习任务中验证提出的双曲核函数的有效性。 

一、研究背景 

在机器学习社区，欧式空间一直作为特征空间，用

以编码诸如图像或文本等数据。其主要原因是高维欧式

空间是我们所熟悉三维空间的自然概括，且在欧式空间

中计算距离与相似度等算子较为简易。然而，将数据编

码至欧式空间可能会损害或者扭曲数据的结构信息，从

而丢失数据中固有的复杂空间几何信息。例如，欧式空

间难以编码图结构数据中的层次信息[3]。近期，系列研

究表明，相较于将数据嵌入至欧式空间，双曲空间作为

表征空间能够刻画数据的层次结构，同时，该结构信息

益于大量机器学习应用，包括文本蕴含[4]、机器翻译[5]、

语言视觉推理[5]、图像分类和检索[6]、图数据分类[7]等任

务。 

双曲空间是一种具有恒定负曲率的曲面空间。该负

曲率特性赋予双曲空间具有编码数据层次结构的性质。

这是由于在双曲空间中，其体积会随着半径呈指数级增

长[8]，从而提升了数据在该空间中的表示能力。尽管有

一系列工作已经成功利用双曲空间进行推理[4-7]，但在

非线性空间中进行数学运算等困难阻碍了其更广泛的

使用。例如，在欧式空间中计算一系列数据的均值很简

单，但双曲空间中的平均需要用Fréchet均值来近似。然

而，计算Fréchet均值需要迭代算法，这使得算法或者神

经网络的计算成本变得更加高昂[9,10]。这促使我们研究

双曲空间中的核方法，以便能够无缝地利用核机以分析

双曲数据。 

核方法可以认为是一种衡量数据间相似度的度量。

在欧式空间中，许多常见的核函数被定义为欧式距离

（亦称为欧式空间的测地线距离）的函数。以常用的径

向基核（RBF kernel），记为݇(ݔ, (ݕ = exp൫−݀ߦଶ(ݔ, ，൯(ݕ
为例。有一种猜想是一旦知道测地线距离，就可以在曲

面空间（双曲空间就是其中之一）中构造有效的正定核。

不幸的是，情况并非如此，正如Jayasumana等人[11]和

Feragen等人[12]所示，由于曲面空间与平坦的欧式空间

不存在等距关系，故利用测地线距离定义的RBF核是非

正定的。有趣的是，在曲面空间上定义正定核的难度现

在被认为是机器学习领域中的一个悬而未决的问题[13]。 

在本文中，我们使用庞加莱模型解决了在双曲空间

中定义正定核的难题。在这里，我们提出了几个有效的

正定双曲核，包括功能强大的通用核（universal 

kernel）。为此，我们首先利用引理构造一个有效的庞
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加莱线性核。利用该引理，我们进一步为双曲几何定义

了有效的庞加莱RBF核和庞加莱拉普拉斯核。同时，我

们也提出了庞加莱二项式核。同时，针对上述核函数在

神经网络优化中因调参等原因产生的繁琐问题，本文紧

接着定义了庞加莱径向核，通过在庞加莱球中设计了一

个通用公式，即对多核核函数进行加权和，获得双曲多

核学习方法。本文在大量实验中验证上述双曲核函数的

表达能力。 

二、双曲核网络 

2.1 前言：双曲空间 

一个݊维的双曲空间ℍ௡是一种具有恒定负曲率的黎

曼流形[14]。庞加莱球是݊维的双曲空间的一种建模形状，
在庞加莱球中，所有的点（样本）均嵌入至一个݊维的球
体内。正式情况下，曲率为ܿ的庞加莱模型定义为॰௖

௡ =
ݖ} ∈ ℝ௡: ‖ݖ‖ܿ < 1}。它的黎曼度量定义为 ݃௖

॰(ݖ) =
௖ߣ

ଶ(ݖ) ∙ ݃ா，其中ߣ௖(ݖ)是适形因子，定义为ߣ௖(ݖ) = ଶ
ଵି௖‖௭‖మ，

以及݃ா = ௡是欧式度量。此外，我们借助莫比乌斯陀螺ܫ

矢量空间（MÖbius gyrovector space）便于矢量运算。

具体而言，在庞加莱求中的莫比乌斯加法可定义为： 

௝ݖ௜⨁௖ݖ =
(1 + ௜ݖ〉2ܿ , 〈௝ݖ + ܿฮݖ௝ฮଶ)ݖ௝ + (1 − ௝ݖ(௜‖ଶݖ‖ܿ

1 + ,௜ݖ〉2ܿ 〈௝ݖ + ܿଶ‖ݖ௜‖ଶฮݖ௝ฮଶ  

其中，z୧, z୨ ∈ ॰ୡ
୬表示庞加莱球中的两个点。针对两个样

本的测地线距离定义为： 

݀௖(ݖ௜ , (௝ݖ = ଶ
√௖

.(௝ฮݖ௜⨁௖ݖ−ฮܿ√)ℎିଵ݊ܽݐ

在黎曼集合中，一个点的切空间是一个内积空间，

其包含了所有方向上与该点相切的向量。对于庞加莱球

中的一个点，z ∈ ॰ୡ
୬，z点的切空间记为T୸॰ୡ

୬。其中，指

数映射定义为： 

௭࣮(݌) = ܿ√)௖(tanh⨁ݖ
‖݌‖(ݖ)௖ߣ

2 )
݌

 (‖݌‖

其中p ∈ T୸॰ୡ
୬。指数映射将在z的切平面中的一个向量p

映射至庞加莱球॰ୡ
୬。其逆过程称为对数映射，将庞加莱

球中的一个向量q ∈ ॰ୡ
୬映射至z点的切空间，记为： 

ℐ௭(݌) =
2

√ܿ
(‖݌௖⨁ݖ−‖ܿ√)ℎିଵ݊ܽݐ(ݖ)௖ߣ

݌௖⨁ݖ−
 ‖݌௖⨁ݖ−‖

值得注意的是，指数映射与对数映射互为逆函数，

满足： ୸࣮൫ℐ୸(p)൯ = p ∈ T୸॰ୡ
୬。在本文中，我们巧妙利用

对数映射定义嵌入方程，以构建相应的双曲核函数。 

2.2 双曲正定核 

在本文中，我们首先利用双曲几何的切空间来定义

一组有效的正定核。具体而言，我们首先提出一个映射，

॰݂(ݖ): ॰௖
௡ → ℝ௡，即将庞加莱球中一个向量映射至欧式

空间，定义为： 

॰݂(ݖ): =  (‖ݖ‖ܿ√)ℎିଵ݊ܽݐ 
ݖ

‖ݖ‖ܿ√
 

上式的物理意义是将庞加莱球中的向量ݖ映射至原
点的切空间。在原点的切空间，每一个向量 ॰݂(ݖ)不仅能
估计其在原庞加莱球中的原始向量ݖ，同时，我们
ICCV21[1]的论文中通过证明曲线长度等效定理揭示在

两个空间中优化度量的等效性。基于该映射，本文提出

了一系列正定核，具体如下： 

庞加莱正切核：在欧式空间中，最简单的正定核为

线性核。我们在双曲空间中也定义相应的线性核，记为：

݇୲ୟ୬(ݖ௜ , (௝ݖ = 〈 ॰݂(ݖ௜), ॰݂(ݖ௝)〉。该核可以理解在庞加莱球
切空间中定义的线性核，故将其命名为庞加莱正切核。

该核没有参数，适合对原型的快速验证。 

庞加莱径向基核：本文通过利用定义的映射方程

॰݂(ݖ)以及在该空间的度量݀௘(∙,∙)，提出庞加莱径向基核，
表示为：݇୰ୠ୤൫ݖ௜, ௝൯ݖ = exp ቀ−ߦฮ ॰݂(ݖ௜) − ॰݂(ݖ௝)ฮଶቁ。在
ICCV21[1]文中，通过证明ฮ ॰݂(ݖ௜) − ॰݂(ݖ௝)ฮଶ

是负定性质

进而证明庞加莱径向基核݇୰ୠ୤൫ݖ௜, ௝൯为正定核。庞加莱ݖ
径 向 基 核 具 有 强 大 的 通 用 估 计 （ universal 

approximation）能力。 

庞加莱拉普拉斯核：另一个常用且具备通用估计能

力的核称之为拉普拉斯核。在双曲空间中，本文定义庞

加莱拉普拉斯核，记为：݇୪ୟ୮൫ݖ௜, ௝൯ݖ = exp൫−ߦฮ ॰݂(ݖ௜) −

॰݂(ݖ௝)ฮ൯。其正定性的证明过程与庞加莱径向核证明过
程类似。 

庞加莱二项式核：除了上述指数型核函数，本文继

续构造庞加莱二项式核函数，定义为݇ୠ୧୬൫ݖ௜, ௝൯ݖ = ൫1 −
〈 ॰݂(ݖ௜), ॰݂(ݖ௝)〉൯ିఈ

。该核函数通过泰勒分解获得非负性
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完全泰勒级数证明其正定性，并且具备通用估计能力。 

庞加莱径向核：上述核函数为单一的核函数，其在

优化的过程中常常受数据、模型等影响，需要调试其参

数。该问题启发我们在双曲空间中研究多核学习

（multiple-kernel learning，MKL）方法，使得核函数

能够根据数据或者模型本身学习相应的核函数。具体而

言，基于 ॰݂(ݖ)，我们提出一个新的映射函数݃॰(ݖ):= 
௙॰(௭)

‖௙॰(௭)‖ ， 并 提 出 庞 加 莱 径 向 核 ： ݇୰ୟୢ൫ݖ௜, ௝൯ݖ =
∑ ܽ௠݇௠

ୡ୭ୱஶ
௠ୀିଶ ൫ݖ௜, ௝൯，其中݇௠ݖ

ୡ୭ୱ൫ݖ௜ ,  。௝൯表示为余弦核ݖ

三、实验结果 

3.1 小样本学习 

小样本学习（Few-shot Learning）是一种新的学

习范式，其通过少量样本学习数据的表征空间，并使得

该表征空间能够有效适用于未见过的测试数据[15-17]。通

常而言，小样本学习通过元学习的方式训练神经网络。

具体而言，每次迭代均会采样一个情节的数据用以训练

网络，该训练方式称之为 N-way K-shot，并通过该训

练方式实现在每个情节中对N个类别的识别任务。小样

本学习主要基于度量学习思想展开，用以学习同时适用

于可见样本与未见样本的度量空间。在匹配网络

(Matching Network) [15]中, 模型通过学习与样本相关

度量以确定查询样本的类别。受匹配网络启发，原型网

络(Prototypical Network, ProtoNet)[16]设计了与类别

相关的度量方法，即每个类别的所有样本均被认为是对

该类别的描述。在关系网络（Relation Network）[17]中，

通过研究显式地建模支持样本与查询样本间的非线性

相似度关系，使得所学习的隐度量空间能够自适数据本

身的分布情况。 

在我们的实验中，采用 5-way 1-shot或者 5-way 

5-shot 以评估模型。该实验采用原型网络模型

（ProtoNet）[15]用以训练神经网络特征提取器。图 1为

原型网络的示意图。为验证所提出的双曲核函数的优越

性，我们采用具有双曲表征能力原型网络为基线，记为

Hyper ProtoNet[6]。同时，我们采用 Conv-4 以及

ResNet-18作为模型的骨干网络，用以提取数据的特征。

同时，我们采用 tiered-ImageNet以及 FC100数据集

用以验证模型提出的双曲核函数的效果。实验结果如表

1所示。 

如表 1所示，本文所提出的双曲核函数较基线模型

具有显著提升。在 tiered-ImageNet数据集上，最简单

的庞加莱正切核在 Conv-4 和 ResNet-18 骨干网络分

别提升（0.29%&2.46%）/（1.03%&1.56%）。在 FC100

图 1  原型网络的示意图 

表 1  双曲核函数在小样本学习中的实验结果 

图 1  原型网络示意图 
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数据集上，最简单的庞加莱正切核在 Conv-4 和

ResNet-18 骨干网络分别提升（0.07%&0.53%）/

（1.54%&1.82%）。其余的双曲单核函数均有进一步的

提升。其中，庞加莱径向基核在 Conv-4为骨干网络时

表现整体最优，而庞加莱拉普拉斯核在 ResNet-18 为

骨干网络时表现整体最优。相较于双曲单核函数，多核

学习方法也在小样本学习中展示其优越性，庞加莱径向

核在 tiered-ImageNet以及 FC100中均获得最优性能。

其在 tiered-ImageNet 数据集对 Conv-4 和 ResNet-

18 骨 干 网 络 分 别 提 升 （ 3.52%&4.91% ） /

（3.05%&2.98%）；在 FC100 数据集对 Conv-4 和

ResNet-18 骨干网络分别提升（1.65%&3.06%）/

（3.48%&3.78%），进一步揭示多核学习方法对提升双

曲核函数表征能力的优越性。 

双曲核函数的优越性在零样本学习、度量学习、行

人重识别等机器学习应用中均有验证，感兴趣的读者请

参考文献[1,2]。 

四、总结 

本文在双曲空间提出了一系列正定核，用以将双曲

空间中的表征映射至希尔伯特空间。为了定义此类核函

数，我们利用庞加莱球的恒等切空间（即庞加莱球原点

的切空间），并进一步在恒等切线空间中定义有效的正

定核函数。所提出的核函数包括功能强大的通用核函数

（即庞加莱径向基核函数、庞加莱拉普拉斯核函数、庞

加莱二项式核函数和庞加莱径向核函数）。我们在小样

本学习等任务中评估了所提出双曲核函数的有效性。实

验结果表明，这些核函数对提升双曲空间中的表征取得

积极效果。未来的工作包括探索双曲负定核函数在相关

机器学习应用中的有效性。 

五、前期相关工作 

核方法作为机器学习领域的重要理论框架，其系统

性研究已在支持向量机（SVM）、主成分分析（PCA）

及聚类算法等[1]经典模型中展现出显著优势。其理论的

核心在于通过将原始数据映射至高维（甚至无限维）的

再生核希尔伯特空间（Reproducing Kernel Hilbert 

Space, RKHS），在该空间中用线性模型解决原线性不

可分问题。为规避显式求解高维映射的计算复杂度，核

技巧利用核函数直接计算再生核希尔伯特空间内的样

本相似度。基于此理论，研究者相继提出了多项式核、

径向基核及拉普拉斯核等经典核函数形式[18]。为改善单

核方法的适用性，多核学习（Multiple Kernel Learning, 

MKL）[19,20]框架应运而生。在多核学习中，核函数为基

核的凸组合，权重从数据中习得，使得所学习到的核机

器能够最大限度匹配数据的内在结构[19,21]。 

近年来，为增强结构化数据表征能力，将核方法扩

展至非线性几何空间的研究方向备受关注。在非欧几里

得几何空间定义有效正定核（Positive Definite Kernel, 

PD Kernel）的通用策略是采用适配的距离度量。

Jayasumana 等人[22]开创性地建立了对称正定矩阵空

间的高斯核理论体系，随后该成果被进一步拓展至

Grassmann 流形 [11]。Harandi 等人 [23]系统探索了

Grassmann 流形上的核函数构造方法，提出基于等效

嵌入映射的正定Grassmannian核。而Le与Yamada[24]

将使用 Fisher 信息度量的核函数用于持续图。

Jayasumana 等人[25]则发展了一系列紧致流形（包括݊
维球面、Grassmann流形及形状流形）的径向基核统一

框架。在现有研究中，Cho等人[26]提出的双曲空间中的

支持向量机方法与本文工作最具相关性，其虽尝试在双

曲几何中引入核方法以构建非线性决策边界，但所提出

的核函数因缺乏正定性导致两个本质缺陷：其一，不定

核（Indefinite Kernel）不是一致逼近核，违背了通用

逼近性质[27]；其二，不定核因其需要稳定损失值，导致

训练困难[28]。 

本文针对上述理论的局限，构建了双曲几何空间的

正定核理论框架。作为对不定核的理论补充，本文通过

双曲空间的核化过程，将双曲数据嵌入高维（可能无限

维）希尔伯特空间，使得所得表征能够充分受益于核机

器的理论优势。本文后续章节将详细阐述理论推导过程，

并在多组具有挑战性的实际应用中评估算法的有效性。 
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